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Rettevejledning

Opgave 1. Vi betragter tredjegradspolynomiet P : C — C, som er givet
ved
Vz2€C:P(z)=22+2>+42+4.

Desuden betragter vi differentialligningerne

dr A’z dx
ST LTy =0
() @ aE Tt T
og
dr  dPx dx L
(1) Vis, at z = —1 er rod i polynomiet P, og bestem de andre rgdder i

dette polynomium.

Lgsning. Ved udregning af P(—1) ser vi, at z = —1 er en rod i P.
Derneest benytter vi polynomiers division og finder sa, at

Vze€C:P(2)=(2+1)(2* +4),
hvoraf det fremgar, at P ogsa har redderne z = 2i og z = —2i.

(2) Bestem mangden af de r > 0, sa alle rodderne i polynomiet P ligger i
maengden

K(r)={z€C||z| <r}.

Lgsning. Modulus af rgdderne i polynomiet P er 1 og 2, sa den sggte
meaengde er [2, 0o].



(3) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (), og godtger,
at (%) ikke er globalt asymptotisk stabil.

Losning. Pa basis af resultatet i spgrgsmal (1) ser vi, at differential-
ligningen (%) har den fuldsteendige lgsning:

T = cie”" + ¢y cos(2t) + c3sin(2t),

hvor ¢y, c9,c3 € R.

Ud fra dette resultat fremgar det, at differentialligningen (x) ikke er
globalt asymptotisk stabil, thi kun leddet c;e™* gar mod 0 for ¢ gaende
mod uendelig.

(4) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen ().

Lgsning. Vi ser, at vi ma geette pa en lgsning af formen & = Ate™.
Vi ser da, at

P =Aet — Ate™!, 7 = —Ae ! — Ae7t + Ate”t = —2Ae7" + Ate ™,

og at
2" =24e7t + Ae7t — Ate™! = 3Ae7! — Ate™,

sa indseettes dette i differentialligningen (xx), finder vi, at
3Ae7t — Ate™" — 2Ae7" + Ate ' 4+ 4Ae7" — 4Ate™ 4+ 4Atet = 5Ae7

hvoraf det fremgar, at A = 2.
Den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (xx) er derfor

x = cre”" + cycos(2t) + ez sin(2t) + 2te ™,

hvor ¢q, c9,c3 € R.

(5) Find den fuldsteendige lpsning til differentialligningen

Py L dy

Lgsning. Det karakteristiske polynomium () svarende til differential-
ligningen (&) er Q(z) = 2> + 2z +1 = (2 + 1)?, hvoraf man far, at
polynomiet ) har dobbeltroden z = —1.



Den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (&) er derfor
y = kie "+ kote ™,

hvor k’l, k’Q € R.
(6) Bestem de lgsninger til (&), som ogsa er lgsninger til ().

Lgsning. Vi ser straks, at de sggte lgsninger er funktionerne
y=kie " +2te”?,

hvor k; € R.

Opgave 2. Vi betragter 3 x 3 matricen

2
A=11
0

—_ =
N — O

og vektordifferentialligningen

(8) Cj; = Az.

(1) Bestem egenvaerdierne og de tilhgrende egenrum for matricen A.

Lgsning. Idet

det(A—tE)=det| 1 1—-t 1 |=2-t)1-t)—2(2-1)=

@2-0(@2-1 -1 —2)=2- 1) -3t),
hvoraf man finder, at matricen A har egenveerdierne A\ = 0, A\ = 2 og
A3 = 3.

De tilhgrende egenrum er



V(2) =N(A—-2E) = span{ 0 }

og
V(3)=N(A-3FE)= span{

—_
——

Bestem den fuldsteendige lgsning til vektordifferentialligningen (§).

Lgsning. Pa baggrund at de ovenstaende udregninger finder vi, at
vektordifferentialligningen (§) har den fuldsteendige lgsning:

1 -1 1
z=c | =2 | +ce®| 0 |+eed| 1],
1 1 1

hvor ¢q, c9,c3 € R.

Bestem resolventen P(t,0) (svarende til punktet ¢y = 0) for vektordif-
ferentialligningen (§).

Lgsning. Hvis vi reducerer 3 x 6 matricen

1 -1 1100

-2 0 1 010

1 1 1 0 01
til echelonmatrix, far vi

too ¢ -1

oo )

og dermed finder vi, at resolventen P(t,0) er givet ved

P(t,0) = (pl(t) pa(t) Pz(t)>>

hvor



pa(t) = Y + et | 1
3\ 1 3\t
0g
1 . —1 . 1
pit)==| -2 |+ 56% 0 |+ ge?’t 1
1 1 1

(4) For ethvert v € R betragter vi 3 x 3 matricen

v 1 0

Bv)=|1 v 1

01 wv
og vektordifferentialligningen
d

(58) dj — B(v)z.

Bestem de v € R for hvilke vektordifferentialligningen (§§) er globalt
asymptotisk stabil.

Lasning. Vektordifferentialligningen (§§) er globalt asymptotisk sta-
bil, hvis og kun hvis 3 x 3 matricen B(v) er negativ definit.

De ledende hovedunderdeterminanter for B(v) er
Di=v<0,Dy=v>-1>0 og D3 = (v>—2)v<0,
hvoraf vi far, at

v<0/\(v<—1\/v>1>/\(v<—\/§\/v>\/§)<:)v<—\/§.

Opgave 3. For ethvert » € Q. betragter vi maengden
C(r)={(z,y) € R* | 2* + y* = r*}.

(1) Betragt maengden

M= [ C(r).

reQ+

Bestem det indre M°, afslutningen M og randen (M) af maengden M.

Lgsning. Enhver aben kugle B((al, as), s), hvor s > 0, vil have punk-
ter feelles med bade meengden M og dens komplementaermaengde. Heraf
far vi sa, at M° =@, M = R?, og at OM = M = R?.



2) Betragt korrespondancen F : R, — R?, som er givet ved
g + g

[ C(r), for r € Q4
FO={ {00, forcR\Q,

og funktionen f : R? — R med forskriften
V(z,y) € R*: f(z,y) = 2>
Bestem en forskrift for veerdifunktionen V : R, — R, som er givet ved

Vre Ry V(r)=max{f(z,y) | (z,y) € F(r)}.

Lgsning. Vi finder, at

r2, forz==4r, y=0, hvor r €
V():{ Y Q+

0, for (z,y)=(0,0), hvor r e Ry \ Q4 °

(3) Bestem maksimumskorrespondancen Y* : R, — R?, som er defineret
ved

VreRy :Y(r) = {(z,y) e R*| f(x,y) = V(r)}.
Lgsning. Vi far, at
v v [{(=r0),(r,0)}, forreQ
o ={ {0y, forr e R\ Q.

Opgave 4. Vi betragter funktionen F : R® — R, som er givet ved
forskriften
2
V(t,x,y) € R®: F(t,z,y) = 2te” + 7,

I(z) = /01 (2tet2 + (Ccl;)Q) dt.

(1) Vis, at for ethvert t € R er funktionen F = F(t,z,y) konveks som
funktion af (z,y) € R?.

og integralet

Lgsning. Vi bemeerker, at

or _ . OF
ge =0 ogat 5o =2,



sa funktionen F' har Hessematricen

s_ (00
“(12)

Vi ser, at I er positiv semidefinit, og dermed er F' en konveks funktion
af (x,y) € R

Bestem den funktion z* = z*(¢), som minimerer integralet /(x), nar
betingelserne 2*(0) = 4 og x*(1) = 5 er opfyldt.

Lgsning. Idet Eulers differentialligning er

oF d ,OF

- (F)=-2¢=0

o~ diar) =0
far vi, at

1=01=A<x=At+ B,
hvor A, B € R.

Da z*(0) = 4, far vi, at B = 4, og af 2*(1) = 5 far vi derneest, at A = 1.
Den sggte funktion er da

rt=1a"(t) =t +4,

hvor ¢ € [0, 1].



